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On donne, pour les familles alge briques de courbes de genre au moins 2, une ver-
sion uniforme de la de monstration de VojtaBombieri du the ore me de Faltings. On
en de duit une borne uniforme du nombre de points rationnels sur certaines
familles.  1997 Academic Press
For algebraic families of curves with genus at least 2, we give an uniform version
of Faltings’ theorem, using VojtaBombieri methods. We deduce an uniform bound
of the number of rational points on some families.  1997 Academic Press
1. INTRODUCTION
Soit k un corps de nombres, et soit k une clo^ture alge brique de k. Soit
C une courbe projective sur k, lisse et de genre g2. Faltings a de montre
en 1983 (voir [5]) la conjecture de Mordell qui dit qu’alors l’ensemble
C(k) des points rationnels de C est fini.
Vojta a donne une nouvelle de monstration en utilisant la the orie de
l’intersection et des approximations diophantiennes (voir [21]). Cette
de monstration a e te simplifie e par Faltings (1991, voir [6]) et Bombieri l’a
re e crite dans le langage de la the orie e le mentaire des hauteurs (cf. [1]).
Elle donne le the ore me suivant.
The ore me 1 (Vojta, voir [1]). Soit C une courbe de finie sur un corps
de nombres k, de genre g2. On conside re C comme plonge e dans sa
jacobienne J et l'on note | | la norme euclidienne sur J(k )R associe e au
diviseur the^ta. Il existe une constante #1(C), ne de pendant que de C, et il
existe une constante #2(g), ne de pendant que de g, telles que si k$ est une
extension finie de k, on ait Card[x # C(k$) | |x|#1(C)]#2(g) 7rang(J(k$)).
Le re sultat principal de ce texte (The ore me 2, voir Chap. 2) est une ver-
sion uniforme de ce the ore me lorsque la courbe varie dans une famille
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alge brique C parame tre e par une varie te T. On montre que pour toute fibre
lisse Ct de la famille, on peut prendre #1(Ct)=(- h(t)+1) #1(C), ou h
de signe une fonction hauteur sur T(k ). On remarque e galement (voir
Section 5.e) qu’on peut prendre #2(g) constante absolue e gale a 552 .
En utilisant la de monstration de BombieriFaltingsVojta de la conjec-
ture de Mordell, Silverman a montre que le nombre de points rationnels
sur k de toute ‘‘tordue’’ C! de C est majore par une expression exponen-
tielle en le rang de jacobienne de C! (voir [20]) et en a de duit une majora-
tion uniforme du me^me type pour les courbes de Catalan.
Dans le me^me esprit et comme application du The ore me 2, on donne en
admettant une conjecture de Szpiro, une majoration du me^me type pour
toute famille a un parame tre de courbes de genre au moins 2 telle que la
famille des jacobiennes soit isoge ne a un produit de familles non isotriviales
de courbes elliptiques (Chap. 6, Proposition 6) et on exhibe des exemples
de telles familles, (voir Chap. 6 ci-dessous).
2. NOTATIONS, SITUATION ET RE SULTAT PRINCIPAL
2.a. Hauteurs
Un des principaux outils est la notion de hauteur. On en utilisera la ver-
sion la plus e le mentaire: celle de Weil (pour les points) (voir [11]) et sa
ge ne ralisation aux cycles de varie te s projectives donne e (via les formes de
Chow) par Nesterenko [14, 15] et Philippon [16, 17]. Pre cisons les nor-
malisations qu’on utilisera.
Rappelons la de finition de la hauteur (logarithmique) de Weil sur Pn(Q ).
Soit P=(x0 : } } } : xn) # (Pn(Q ). Soit k un corps de nombres tel que
P # Pn(k). Soit Mk l’ensemble des places de k sur Q, ou une place complexe
correspond a un couple de plongements complexes conjugue s. Soit v une
place finie, on note | | v la valeur absolue v-adique normalise e par: si
p | v, | p| v= p&1. Pour v une place infinie et x # k, on de signera par |x| v le
re el |_v(x)|, ou _v est un plongement de k dans R ou C associe a v. Soit
P=(x0 : } } } : xn) # Pn(k), on de finit
h(P)=
1
[k : Q]
:
v # Mk
$v ln max
i
|xi | v , ou $v=[kv : Qv].
Soit V une varie te projective sur un corps de nombres k. Pour tout
diviseur D, on de finit sur V(k ), aux fonctions borne es pre s, une fonction
hauteur hD associe e a D comme suit.
Si D est un diviseur tre s ample, on conside re un plongement .D
associe . On de finit hD=h b .D .
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Si D est un diviseur quelconque, on e crit D=A&B avec A et B tre s
amples et on de finit hD=hA&hB .
Pour la de monstration que ceci est bien de fini et pour les proprie te s; voir
[11].
Si F est un polyno^me a plusieurs variables a coefficients dans un corps
de nombres, h(F ) de signera la hauteur du point dont les coordonne es sont
les coefficients de F.
On utilisera le re sultat suivant (voir [16]).
Lemme 2. Soient P # Q [x1 : } } } : xn] et Q # Q [ y1 : } } } : ym], alors
|h(PQ)&h(P)&h(Q)|2(ln(n+1) deg P+ln(m+1) deg Q).
Si Z est un cycle e quidimensionnel de PnQ , on notera h(Z) la hauteur (au
sens pre ce dent) de la forme de Chow de Z. Si . : V/PnQ est un plonge-
ment projectif d’une varie te V, on notera h.(V) le re el h(.(V)). Pour des
comple ments et pour les proprie te s voir [1417, et 3].
On utilisera e galement la hauteur de Ne ronTate (voir [11]).
2.b. Construction d'une hauteur de Weil sur une famille
On conside re une famille C de courbes parame tre e par une varie te
projective T. Plus pre cise ment, on suppose que:
v C et T sont des varie te s projectives sur k,
v il existe ? un morphisme plat de k-sche mas ? : C  T. On suppose
que la fibre ge ne rique C’=C_T Spec k(T ) est une courbe lisse sur
k(’)&k(T ) de genre g2.
On note T 0 l’ouvert de T au-dessus duquel ? est lisse.
On conside re le diviseur canonique K’ de C’ . Le diviseur 3K’ est tre s
ample. On conside re un plongement associe a 3K’ . Celui-ci donne un
mode le C de C’ projectif sur T et il existe un ouvert T $ de T au-dessus
duquel les familles C de C co@ ncident et sont plates, projectives et lisses. On
note . le plongement induit au-dessus de T $; on a . : C_k T $/PnT $ .
Alors le polyno^me de Hilbert des fibres Ct au-dessus de cet ouvert T $ est
constant. En particulier, ces fibres sont des courbes lisses projectives de
me^me genre g et de me^me degre d.
Comme . induit pour tout t # T $, le plongement Ct /w
. |Ct Pnk(t) , on peut
de finir pour toute extension finie k$ de k(t) et pour tout Q # Ct(k$),
h3K (Q) :=h(. | Ct (Q))=
1
[k$ : Q]
:
v # k$
[k$v : Qv] ln max
i
|xi (Q)| v ,
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ou les xi de signent la base de Pn repre sentant ..
On de finit alors hK= 13h3K .
On notera N le degre de 3K’ (i.e., N=6g&6).
Remarques. 1. Pour chacune de ces fibres Ct , la restriction . | Ct est un
plongement associe a 3Kt , ou Kt de signe le diviseur canonique de Ct . Le
diviseur 3Kt de termine une hauteur de Weil sur Ct , a Ot (1) pre s.
Le fait de ‘‘construire’’ un mode le projectif C au-dessus de T permet de
fixer la hauteur de Weil pour chaque Ct , uniforme ment de s qu’une hauteur
a e te choisie pour la fibre ge ne rique. Comme .’ est fixe (par 3K’) a un
changement de base de Pnk(T ) pre s (qui se caracte rise par une matrice inver-
sible d’ordre (n+1) a coefficients dans k(T )), la hauteur de Weil pour
chaque Ct est de finie a O(h{(t)+1) pre s; ou h{ est une hauteur associe e a
un diviseur { tre s ample sur T, fixe e une fois pour toutes par le choix d’un
plongement et donc positive.
De plus, nous utiliserons dans notre construction par la suite la liberte
de choix du plongement de C’ associe a 3K’ (voir 5.c).
2. Bien su^r, on peut faire une construction similaire pour d’autres
diviseurs amples. On a choisi le diviseur canonique pour des raisons de
commodite .
2.c. Famille des jacobiennes et diviseur the^ta
Au-dessus de l’ouvert T $, on conside re le sche ma abe lien J famille des
jacobiennes des Ct (voir [12]).
Pour tout t # T $, on conside re le morphisme
jt : Ct  Jt
Q [ cl ((2g&2) Q&Kt).
Soit it le plongement normalise de Ct dans Jt de fini sur une extension finie
de k(t), corps de de finition de Ct par it(Q)=cl (Q)&ct ou ct est tel que
(2g&2) ct=cl (Kt), alors jt=[2g&2] b it .
On conside re le diviseur
%$t=jt (Ct)+ } } } + jt (Ct)
(g&1) fois
=[2g&2] %t ,
ou %t est le diviseur the^ta de Jt associe au plongement it .
On conside re la hauteur de Ne ronTate h %$t associe e %$t .
Pour (z, w) # Jt (k ), on pose (z, w) :=h %$t (z+w)&h %$t (z)&h %$t (w).
Comme %$t est syme trique, ( } , } ) est une forme biline aire syme trique et
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elle induit sur Jt (k )R une norme euclidienne note e | |. Dans ce qui suit,
pour x, y # Ct(k ), (x, y) de signe ( jt(x), jt ( y)) et |x| de signe | jt (x)|.
On conside re %$ la clo^ture de %$’ dans J.
Pour t appartenant a T $, le diviseur %$ | Jt co@ ncide avec le diviseur %$t .
2.d. Re sultat principal
Le the ore me qui suit exprime la de pendance en t de la constante #1
apparaissant dans le the ore me de Vojta pour une famille de courbes.
The ore me 2. Soit C une famille plate de courbes de genre g2,
parame tre e par une varie te projective T de finie sur un corps de nombres k,
et telle que la fibre ge ne rique soit lisse et projective sur k(T ). Soit T 0 l'ouvert
au-dessus duquel la famille est lisse. Alors il existe une constante positive
#1(C) ne de pendant que de la famille et du choix de la hauteur h{ sur T
associe e a un diviseur ample { et il existe une constante positive #2(g), fonc-
tion de croissante de g, telles que pour tout point t # T0(k ) et pour toute exten-
sion finie k$ de k(t), on ait Card[x # Ct(k$) | |x|#1(C)(- h{(t)+1)]
#2(g) 7rang Jt(k$) 552 7
rang Jt(k$).
La de monstration du the ore me de Faltings par Vojta et Bombieri utilise
l’ine galite de Mumford et l’ine galite de Vojta (voir [1]). On donne une
version uniforme de l’ine galite de Vojta et une version un peu plus forte et
uniforme de l’ine galite de Mumford.
Ine galite de Mumford uniforme. Il existe C0 ne de pendant que de . et
du plongement projectif de T associe a un diviseur ample { telle que, pour
t appartenant a T $(k$), si z{w, z, w # Ct(k$), et si C0(- h{(t)+1)
|z||w|g |z| alors cos(z, w) :=(z, w)|z| |w|<34.
Ine galite de Vojta uniforme. Il existe un ouvert T de T, une constante
C1 , ne de pendant que de .’ et du plongement projectif de T associe a un
diviseur ample {, et une constante C2 , ne de pendant que de g, tels que,
pour tout t # T , si C1(1+- h{(t))<|z| et C2 |z|<|w|, alors cos(z, w)< 34.
Ces ine galite s donnent, par les me^mes arguments de ge ome trie
euclidienne que ceux utilise s dans le cas d’une courbe (cf. [1]):
\t # T , Card[x # Ct(k$), |x|max(C0 , C1)(1+- h{(t))]
(1+ln C2 ln g) 7rt(k$), ou rt (k$) de signe le rang de Jt (k$).
Et alors, par noethe rianite , on a le re sultat annonce sur T 0.
La suite de l’article est consacre e a la preuve de ces ine galite s (Chaps. 3,
4, et 5) et a une application du the ore me a la majoration uniforme du
nombre de points rationnels pour les familles a un parame tre de courbes de
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genre au moins 2 dont la famille des jacobiennes est isoge ne a un produit
de familles non isotriviales de courbes elliptiques (Chap. 6).
3. RELATIONS ENTRE DIFFE RENTES HAUTEURS
Soient %$ et K les adhe rences de %$’ et K’ respectivement dans
C$=C_k T $. Soit 2 la diagonale de C$_T $ C$. Soit 2$=(2g&2)2&
K_C$&C$_K.
Comme K est relativement ample, il existe un entier r0 tel que pour tout
entier r supe rieur a r0 , le diviseur B :=r(K_C$+C$_K)&2$ soit relative-
ment tre s ample.
Soit .B un plongement associe , on pose hB :=h b .B . On de finit
h2$(z, w) := r(hK (z) + hK (w)) & hB(z, w) et h2(z, w) := (1(2g & 2))
(h2$(z, w)+hK (z)+hK (w)). Soit D= p1*%$+ p2*%$&s*%$, ou pi est la i-e me
projection et s le morphisme somme de J_T $ J dans J.
Lemme 3.1. On a pour tout t # T $ les e quivalences line aires j t*%$t
(2g&2)(2g&1) gKt et ( jt_jt)* Dt t(2g&2)(2g&1) 2$t .
Preuve. Comme jt=[2g&2] b it , on a j t*%$t ti*([2g&2]* %$t). Or
[2g&2]* %$t=l # Ker[2g&2] %t+l et i t*(%t+l )tgct+l (voir [11, Chap. 5,
Th. 5.8]). Comme de plus l # Ker[2g&2] l=0, on a la premie re e quivalence.
Pour de montrer la deuxie me, on utilise le lemme de la balanc oire (voir
[11, Chap. 5, Section 2]). Soit y # Ct . Soit f de finie sur Ct par f (x)=
(x, y). Alors f *(2t)= y; f *(Kt_Ct)=Kt et f V (Ct_Kt)=0. Donc
f *((2g&2)2g&1 2$t)=(2g&2)2g&2 y&(2g&2)2g&1 Kt .
D’autre part, calculons f *(( jt_jt)* Dt). Pour tout x, on a p1 b ( jt _jt) b
f (x)= jt(x); p2 b ( jt _jt) b f (x)= jt( y), et s b ( jt_jt) b f (x)= jt(x)+ jt( y).
D’ou ( p1 b ( jt_jt) b f )*(%$t)= j t*(%$t)t(2g&2)(2g&1)Kt ; ( p2 b ( jt_jt) b f )*
(%$t)t0; et
(s b ( jt_jt) b f )* (%$t)=j t*(%$t&jt( y))tiV \ :l # Ker[2g&2] (%t&it ( y)+l )+
t(2g&2)2g&1 (Kt&(2g&2) y),
compte-tenu de jt=[2g&2] b it , de l # Ker[2g&2] l=0 et de la relation
i t*(%t+a)tgct+a, valable pour tout a.
On a donc bien f *(( jt _jt)* Dt)t(2g&2)2g&2 y&(2g&2)2g&1 Kt . En
utilisant le lemme de la balanc oire et la syme trie du proble me, on en de duit
la deuxie me relation du lemme.
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Lemme 3.2. Soit ? : V  T $ une famille plate projective sur T $ a fibres
toutes lisses. Soient A et B deux diviseurs de V ve rifiant \t # T $(k ),
A | Vt B | Vt . Alors il existe une constante C positive telle que
\P # V (k ), |hA(P)&hB(P)|C(h{(t)+1).
De monstration. D’apre s [8, Chap. III, Ex. 12.4], on a, avec les hypo-
the ses du lemme, l’existence d’un diviseur D de T $ tel que AtB+?*D.
Alors hA&hB=h?*D+O(1+h{ b ?). D’apre s la fonctiorialite de la hauteur
de Weil, h?*D=hD b ?+O(1).
Mais, h{ e tant une hauteur associe e a un diviseur tre s ample, on a
l’existence d’une constante positive c telle |hD |c(h{+1). D’ou le lemme
en combinant ces ine galite s.
Lemme 3.3. Il existe deux constantes positives :1 et :2 ne de pendant que
de ., et du choix de la hauteur h{ telles que pour tout t # T $, pour tout
(z, w) # Ct _Ct ,
} 1g(2g&2)2g&1 h %$t( jt(z))&hK (z))}:1(h{(t)+1)
et
}h2$(z, w)& 1(2g&2)(2g&1) h Dt( jt_jt(z, w))}:2(h{(t)+1).
Preuve. De montrons d’abord la premie re estimation. On conside re le
morphisme
j : C$  J
Q [ cl ((2g&2) Q&K?(Q)).
On a \t # T $, ( j*%$) | C t= j t*%$t . On fixe h( j*%$) | C t par h( j*%$) | C t :=hj*%$ .
On applique le lemme pre ce dent a V=C$, A= j*%$, et B=
(2g&2)(2g&1) gK.
On a alors l’existence d’une constante positive ; telle que
\t # T $, \x # Ct(k ), |hj*%$(x)&h(2g&2)(2g&1) gK (x)|;(h{(t)+1).
Or hj*%$=h$% b j+O(h{ b ?+1) et h (2g&2)(2g&1) gK=(2g&2)(2g&1) ghK+
O(h{ b ?+1). Par ailleurs, un the ore me de Silverman et Tate permet de
comparer h$% et h %$t (voir [19, The ore me A]): il existe une constante positive
;$ telle que \t # T $, \x # Jt(k ), |h$% (x)&h %$t(x)|;$(h{(t)+1). On obtient
alors facilement la premie re estimation annonce e.
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La preuve de la deuxie me est similaire.
Vojta a eu l’ide e d’introduire des diviseurs plus ge ne raux que la
diagonale. On conside re l’analogue sur la famille. Soit V(d1 , d2 , d )=
d1(K_C$)+d2(C$+K)+d2$; ou d1 , d2 et d sont des parame tres entiers.
On remarque que V(1, 1, 1)=2.
On suppose que $1 :=(d1+rd )3 et $2 :=(d2+rd )3 sont des entiers.
On de finit alors hV sur C$ au-dessus de T $ par hV (z, w) :=
$1 h3K (z)+$2h3K (w)&dhB(z, w). On a hV (z, w)=d1 hK (z)+d2hK (w)+
dh2$(z, w).
Nota Bene. Dans ce qui suit, c1 , ..., c16 sont des constantes positives
(inde pendantes de t, d1 , d2 , et d ).
Proposition 3.4. Il existe c1 telle que \t # T $, \(z, w) # Ct(k )_Ct(k ),
hV (z, w)
d1
2g(2g&2)2g&1
|z| 2+
d2
2g(2g&2)2g&1
|w| 2
&
d
(2g&2)2g&1
(z, w)+c1(d1+d2+d )(h{(t)+1).
Preuve. La majoration re sulte imme diatement du Lemme 3.3, compte
tenu des identite s h Dt=&( , ) et de h %$t=
1
2 | |
2, pour tout t # T $.
4. PREUVE DE L’INE GALITE DE MUMFORD UNIFORME
L’ide e de la preuve est de majorer la hauteur associe e a la diagonale,
qu’on fixe en famille, en fonction de la forme biline aire syme trique associe e
au diviseur %$ et d’utiliser que la diagonale est un diviseur relativement
effectif pour obtenir une minoration.
Il re sulte de la proposition pre ce dente (compte-tenu de 2=V(1, 1, 1)):
\t # T $, \(z, w) # Ct(k )_Ct(k ),
h2(z, w)
1
2g(2g&2)2g&1
( |z| 2+|w| 2)
&
1
(2g&2)2g&1
(z, w)+c2(h{(t)+1).
Lemme 4.1. Il existe une constance :4>0 telle que pour tout t # T $ et
pour tous z, w # Ct tels que z{w, on ait h2(z, w)&:4(h{(t)+1).
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Preuve. Le diviseur 2 est relativement effectif au-dessus de T $, car il est
effectif sur toute fibre (cf. [Mi2, Prop. 3.8]). Alors d’apre s [Mi2,
Rem. 3.6], le faisceau O(2) associe a 2 admet une section globale s.
Soient alors A et C deux diviseurs relativement tre s amples sur T $ tels
que 2=A&C. Soit y0 , ..., ym une base de O(C). On comple te l’en-
semble (sy0 , ..., sym) des sections globales de O(A) en une base
(sy0 , ..., sym , _1 , ..., _l) de sections globales de O(A). Alors pour tout point
(z, w) tel que s(z, w){0, on a h((sy0 : } } } : sym : _1 : } } } : _l)(zw))
h(( y0 : } } } : ym)(z, w)). Mais |h2&(h(sy0 : } } } : sym : _1 : } } } : _l)&
h( y0 : } } } : ym))|c3(h{(t)+1). D’ou le re sultat.
De la majoration de h2 et de la minoration de h2 ci-dessus, on tire
\(z, w) # Ct _Ct(k ) tel que z{w,
(z, w)
|z| |w|

1
2g \
|z|
|w|
+
|w|
|z| ++c4
(h{(t)+1)
|z| |w|
.
Posons :=|z||w|. On suppose que |z||w|g |z|. Alors (1g):1 et
:+:&1g+(1g) et 1|z| |w|1|z| 2.
Soit C0=3 - c4. Alors si |z|C0(- h{(t)+1), on a
(z, w)
|z| |w|

1
2
+
1
2g2
+
1
9
.
D’ou l’ine galite annonce e compte-tenu de g2.
5. PREUVE DE L’INE GALITE DE VOJTA UNIFORME
Dans la majoration de hV obtenue a la Proposition 3.4, la forme
quadratique qui apparai^t n’est pas de finie positive de s que d1d2<g2d 2.
La difficulte est d’obtenir une minoration du type: hV (z, w)
&c5(d1+d2+d )(h{(t)+1) pour z et w sur la me^me fibre et ou la constante
ne de pend que de la famille.
L’ide e est de construire pour chaque t # T $ une section s de O(Vt) en
suivant la me thode de VojtaBombieri, dont on contro^lera la taille en
fonction des parame tres t, d1 , d2 et d.
5.a. Minoration de hV
Dans cette partie, on suit la me thode de Bombieri ([1]) en travaillant
sur une fibre.
Soit t # T $(k ). Soit s une section de O(Vt). Soit s1 une section de O(dBt).
Alors s1s est une section de O($1(3Kt)_k(t) Ct+$2Ct _k(t) 3Kt).
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Pour d assez grand, d’apre s le lemme d’Enriques-Severi, s1 est la restric-
tion a Ct _Ct d’une forme G( y) homoge ne de degre d en (m+1) variables,
a coefficients dans k(t).
De me^me, pour $1 et $2 suffisamment grands, s1s est la restriction a
Ct_Ct d’une forme F(x, x$) bihomoge ne de bidegre $1 , $2 en x0 , ..., xn ,
x$0 , ..., x$n , a coefficients dans k(t).
Pour chaque s1 parmi les ydi (i=0, ..., m) (ou les yi sont les coordonne es
de PmT correspondant au plongement associe a B), que l’on restreint a Ct ,
on obtient une forme Fi (x, x$) de bidegre ($1 , $2) a coefficients dans k(t)
telle que s=(Fi (x, x$)ydi ) | C t_C t .
Et inversement des formes Fi (x, x$) de bidegre ($1 , $2) a coefficients dans
k(t) qui ve rifient (Fi (x, x$) ydj )=(Fj (x, x$) y
d
i ) | C t_C t , pour i, j=0, ..., m,
donnent une section s. Soit (z, w) # Ct_Ct .
(a) Cas ou s(z, w){0.
Lemme 5.1 (cf. [1, Lemme 3]). Si on note F=[Fi] les polyno^mes
associe s a s, hV (z, w)&h(F)&n ln(($1+n)($2+n); ou h(F)=1[k(t) :
Q] v $v max ln |coefficients de Fi | v .
(b) Cas ou s(z, w)=0. On utilise des de rivations afin d’obtenir une
fonction ne s’annulant pas en (z, w). Soit ‘ un parame tre local pour Ct en
z. Soit ‘$ un parame tre local pour Ct en w.
Notons !i, j=(xi xj) | C , !ti, j=!i, j | C t , et !j le vecteur de coordonne es
!i, j , avec i=0, ..., n. On ajoutera un $ pour les notations relatives a la
deuxie me copie de Ct .
Notons ’i, j=( yi yj) | C . Soit s=Fi (x, x$)yid | C t_C t une section globale de
O(Vt). Supposons que !i, 0 , !$i, 0 et ’i, 0 n’ont pas de ze ros ni de po^les respec-
tivement en z, w et (z, w).
On conside re g=(sx$10 x$
$2
0 y
&d
0 ) | C t_Ct=(Fi (!0 , !$0)’
d
i0) | C t_Ct . Alors, g
est une fonction rationnelle de Ct_Ct qui est re gulie re sur un voisinage de
(z, w). On peut la diffe rentier par rapport a ‘, ‘$. Notons
i=
1
i! \
d
d‘+
i
, $i=
1
i! \
d
d‘$+
i
.
De finition. Un couple (i 1* , i 2*) d’entiers est dit admissible pour g et
(z, w) si
(a) i*1 $i*2 g(z, w){0;
(b) pour tout couple d’entiers (i1 , i2) distinct de (i 1* , i 2*) tel que
i1i 1* , i2i 2* , on a  i1 $i2 g(z, w)=0.
On a alors la minoration suivante.
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Lemme 5.2 (cf. [1, Lemme 4]).
hV (z, w) &h(F)&n ln(($1+n)($2+n))
&
1
[k$ : Q]
:
v
max \:* max& [k$v : Qv] ln |i* !&, j (0)| v+
&
1
[k$ : Q]
:
v
max \:* max& [k$v : Qv] ln |$i* !$&, j $(0)| v+
&($1+$2+i 1*+i 2*)
ou v parcourt les places de l'extension finie k$ de k(t), et les maxima sont pris
sur toutes les partitions [i*] et [i $*] de i 1* et i 2* , et ou j= jv et j $= j $v sont
tels que |!&, j (0)| v[k$v : Qv][k$ : Q]1 et |!$&, j $ (0)| v[k$v : Qv][k$ : Q]1.
Nous allons dans la suite estimer chacun des termes de cette ine galite .
5.b. Estimation des de rive es
Il s’agit ici d’estimer A(z)=(1[k$ : Q]) v max(* max& [k$v : Qv]
ln |i* !&, j (0)| v). On veut expliciter la de pendance en le point z et en le
parame tre t. A cet effet, on fait une construction ge ome trique en famille et
on utilise plusieurs lemmes sur les hauteurs de varie te s projectives pour
estimer la hauteur de la fibre au-dessus de t de la varie te obtenue en fonc-
tion de h.(Ct). Ceci permet de majorer A(z) en fonction de h.(Ct), de
h3K (z) et i 1* . Puis on majorera h.(Ct) en fonction de h{(t).
v Choix du plongement .’ et construction ge ome trique. Rappelons
que le mode le projectif C de C’ est relatif au choix de la base de O(3K’)
donnant le plongement .’ : C’ / Pnk(T ) et que cette base e tant choisie on
a, pour t # T $(k ), le plongement .t : Ct /Pnk(t) qui se de duit par restriction
de . : C$/PnT $ . Nous allons ici choisir cette base. Nous choisissons les
coordonne es xi de Pn telles que:
v pour tous &, j=0, ..., n, &{ j, la projection p&, , j :
C’
(x0 : } } } : xn)

[
P1k(T )
(x& : xj)
soit de finie partout sur C’ et de degre N=deg (3K)=6(g&1);
v pour tout j{0, a, la projection 8a, j :
C’
(x0 : } } } : xn)

[
P2k(T )
(x0 : xa : xj)
soit un morphisme birationnel de C’ dans son image.
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On conside re les morphismes rationnels de T $-sche mas suivants:
p1, 0_p&, j Segre
C$  P1T $_P
2
T $
/ P3T $
(x0x1 : } } } : xn) [ (x1 : x0), (x& : xj ) [ (x1x& : x1xj : x0x& : x0xj)
p1, 2, 3
P3T $  P
2
T $
(x1 x&) : x1xj : x0x& : x0xj ) [ (x1xj : x0x& : x0xj ).
Pour tous &, j tels que &{ j, la projection p&, j est de finie au-dessus d’un
ouvert de T $. Supposons que Ct appartienne a l’ensemble des fibres ou tous
les p&, j sont de finies. On a alors, pour j{0 et &{ j, les morphismes:
p1, 0 _p&, j Segre p1, 2, 3
Ct  P
1
k(t)_P
1
k(t) / P
3
k(t)  P
2
k(t).
Notons C&, jt le cycle p1, 2, 3 b S b ( p1, 0_p&, j)* Ct . On a que C
&, j
t est une
courbe plane donne e par l’annulation d’un polyno^me g&, jt homoge ne en les
variables x1xj , x0 x& , x0 xj et a coefficients dans k(t). Notons G&, jt le
polyno^me en deux variables (x1 x0 , x&xj) (i.e., avec les notations
pre ce dentes en (!1, 0 , !&, j)) ‘‘de shomoge ne ise ,’’ obtenu en divisant g&, jt par
(x0xj)d t
&, j
ou d&, jt de signe le degre de g
&, j
t .
Avec cette construction et ces notations, on obtient le lemme suivant.
Lemme 5.3 (Majoration des de rive es). Soit t tel que p&, j soit de fini sur
Ct pour tous &, j entiers avec &{ j. Soit l'ensemble fini
Zt=[z # Ct(k ) | (x0(z)=0) ou (il existe (&, j)
tel que j{0, &{ j et 2G&, jt (!1, 0 , !&, j)=0)].
Pour tout z # Ct(k )"Zt , A(z)4i1*n2h(Gt)+i1*(2d0(n2+5))+6n2d0 i1*h3K (z)
ou h(Gt) de signe un majorant des hauteurs des polyno^mes G&, jt avec &, j #
[0, ..., n], j{0, &{ j et des hauteurs de leur polyno^me de rive par rapport a
la deuxie me variable !&, j , et ou d0 est un majorant des degre s des G&, jt .
De monstration. Ce lemme re sulte de la preuve du Lemme 6 dans [1]
via le the ore me d’Eisenstein donne dans [1, Lemme 5]. Pre cise ment, si on
pose P&, jt (‘, !)=G
&, j
t (‘+x1(z)x0(z), !), on a d’apre s la de monstration du
Lemme 6 dans [1],
A(z)2i i* :
&, j
(h(P&, jt )+h(2G
&, j
t (!1, 0(z), !&, j (z))))+5i 1* ln(2d0).
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Or h(2G&, jt (!1, 0(z), !&, j (z)))h(Gt)+d0(h(!1, 0(z))+h(!&, j (z)))+2ln(d0+1)
et h(P&, jt )h(Gt)+d0(h(!1, 0(z))+ln(d0+1). D’ou le re sultat en utilisant le
fait que h(!1, 0(z))h3K (z) et h(!&, j (z))h3K (z).
v Estimation de d0 et de h(Gt). Le plongement de Segre sera note S
dans ce qui suit. On a deg G&, jt deg C
&, j
t =deg S b ( p1, 0_p&, j)*Ct=
2deg. Ct=12(g&1). D’ou d0=12(g&1) est un majorant du degre de G&, jt .
Lemme. On a h(C&, jt )4h.(Ct)+16N ln 2.
Preuve du Lemme. Pour de montrer le lemme, on utilise le fait qu’essen-
tiellement la hauteur diminue apre s projection (voir [2, 6], pour des
de monstrations utilisant la the orie de l’intersection). Dans le langage des
hauteurs de finies via les formes de Chow, on a le re sultat suivant.
Fait. Soit V/Pnk , r=dim(V )n&1. On suppose que le point
(0 : 0 : } } } : 0 : 1) n’appartient pas a V. Soit ?n la projection de centre le
point (0 : 0 : } } } : 0 : 1), alors de finie sur V. Alors, deg (?n VV)=deg(?n)
deg(?n(V ))=deg(V), h(?n VV)h(V) et h(?n(V ))h(V )+2deg(V )(r+1)
ln(n+1).
En effet, on ve rifie que si fV , f?n(V ) et f?n *(V ) de signent des formes de
Chow de V, ?n(V) et ?n V(V ), respectivement, on a f?n *(V )= f?n(V )
deg ?n=
fV (( } , 0), ..., ( } , 0)). Donc h(?n V V)h(V ) et h(?n V V )=h( f?n(V )
deg ?n)
deg ?nh(?n(V ))&2 deg(V )(r+1) ln(n+1), d’apre s le Lemme 2.
Alors, h(( p1, 2, 3 b S b ( p1, 0_p&, j))*Ct)h((S b ( p1, 0_p&, j))*Ct).
Or la hauteur est fonctorielle et multiline aire (voir [7] pour une preuve
via la the orie de l’intersection et [3] pour une de monstration via les
(multi)-formes de Chow). On a h((S b ( p1, 0_p&, j))*Ct)=4h.(Ct)+O(d0).
Soyons plus pre cis. Soit F une forme de Chow de S b ( p1, 0 _p&, j)*Ct . Alors,
F(!0’& , !0’j , !1’& , !1’j ; !$0’$& , !$0’$j , !$1’$& , !$1’$j)
=FCt(!0 , !1 , 0, ..., 0 ; !$0!$1 , 0, ..., 0)
_FC t(!0 , !1 , 0, ..., 0 ; 0, ..., 0, ’$& , 0, ..., 0, ’$j , 0, ..., 0)
_FC t(0, ..., 0, ’& , 0, ..., 0, ’j , 0, ..., 0 ; !$0 , !$1 , 0, ..., 0)
_FC t(0, ..., 0, ’& , 0, ..., 0, ’j , 0. . ., 0 ; 0, ..., 0, ’$& , 0, ..., 0, ’$j , 0, ..., 0);
ou F Ct est une forme de Chow de .(Ct).
En effet on ve rifie que chacun des polyno^mes du membre de droite divise
celui de gauche et les degre s sont e gaux puisque deg (S b ( p1, 0 _p&, j))V Ct=
2 deg. Ct=12(g&1). Alors on obtient h(F )4h.(Ct))+16(ln 2) deg.(Ct),
en utilisant le Lemme 2. D’ou le re sultat.
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Chaque C&, jt est une courbe plane. Or la hauteur d’une hypersurface est
essentiellement la hauteur de son e quation. Pre cise ment, si H/Pnk est une
hypersurface d’e quation f, alors deg (H)=deg f et h( f )h(H)h( f )+
ln(n!)(n+1) deg ( f ). En effet la forme de Chow C(:1 , ..., :n), polyno^me en
n mutlivariables :i # P8 nk de H est f (20 , 21 , ..., 2n) ou 2i est le de terminant
de la matrice obtenue en enlevant la i-e me colonne a la matrice
(:i, j) i # [1, ..., n], j # [0, ..., n] . D’ou h(G&, jt )h(C
&, j
t ).
Par ailleurs, h(1G&, jt )h(G
&, j
t )+ln(deg (C
&, j
t )). Donc on peut prendre
comme majorant h(Gt)=4h.(Ct)+17N ln 2.
Remarque. Comme C’ est plonge e dans Pnk(T) , !1, 0 , ..., !n, 0 engendrent
le corps des fractions rationnelles de C’ . On peut supposer que !1, 0 est une
base de transcendance. Alors k(T )(C’) est en extension alge brique de degre
N qui est le degre de C’ dans Pnk(T ) de k(T )(!1, 0). Comme pour &=0, ..., n,
&{ j, !&, j appartient a k(T )(C’), il existe une relation de de pendance
alge brique entre !&, j et !1, 0 , de degre infe rieur ou e gal a N a coefficients
dans k(T ), notons-la f&, j (!1, 0)=0. Pour chaque t appartenant a T(k ), sauf
un nombre fini d’entre eux, cette relation induit une relation f t&, j (!
t
&, j , !
t
1, 0)
obtenue par spe cialisation (ou !t&, j de signe !&, j |Ct). La me thode de
Bombieri donne alors: pour presque tout t # T(k ), pour presque tout
z # Ct(k ), A(z)4i 1*n2h(Ft)+i 1*((n2+5) 24(g&1))+72(g&1) n2i 1*h3K (z),
avec h(Ft)=max&, j h( f t&, j). Le polyno^me f
t
&, j e tant obtenu par spe cialisa-
tion de f&, j , il existe deux constantes positives a et b inde pendantes de t
telles que h(Ft)ah{(t)+b. Cependant, la construction de courbes planes
Ct&, j offre l’avantage de donner une borne h(Gt) explicite en fonction de
h.(Ct), hauteur projective de la fibre Ct .
v Minoration de hV .
Lemme 5.4. Il existe une constante positive c6 et un ouvert T de T tels
que \t # T (k ), \(z, w) # Ct _Ct(k )"Zt ,
hV (z, w)&h(F)&n ln(($1+n)($2+n))&($1+$2)
&
18n2 N
g(2g&2)2g&1
(i 1* |z| 2+i 2* |w| 2)&c6(i 1*+i 2*)(h{(t)+1);
ou Zt est l'ensemble fini de fini au Lemme 5.3.
Preuve. En appliquant le Lemme 5.3 aux points z et w et en reportant
les estimations de A(z) et de A(w) obtenues dans l’ine galite du Lemme 5.2,
on obtient
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hV (z, w)&h(F)&n ln(($1+n)($2+n))&($1+$2+i 1*+i 2*)
&(i 1*+i 2*) 16n2h.(Ct)&(i 1*+i 2*)(68Nn2 ln 2+(n2+5) 4N)
&12n2Ni 1*h3K (z)&12n2Ni 2*h3K (w);
compte-tenu des valeurs de d0 et de h(Gt).
Par ailleurs, hK (z)  (12g(2g&2)2g&1) |z| 2+:1(h{(t)+1) d’apre s le
Lemme 3.3 et l’expression de h %$t . Estimons maintenant h.(Ct) en fonction
de h{(t).
Proposition 5.5. Soit . : V/PnT ; soit .{ : T/P
l
k , avec V plate sur
T. Alors, il existe une constante C>0, ne de pendant que de la famille, de .
et de .{ , telle que
\t # T(k ), h.(Vt)C(h.{(t)+1).
Pour de montrer cette majoration, donnons d’abord un lemme.
Lemme 5.6. Les formes de Chow des Vt peuvent e^tre vues comme des
points d'un espace projectif PL(k ). L’application qui a t # T(k ) associe la
forme de Chow de Vt dans PL(k ) est de finie par un morphisme f de fini sur
k de T dans PLk .
Preuve du Lemme 5.6. On conside re la sous-varie te de V_T
(P8 n)r+1_k T de finie par incidence:
[(x, (!(0), ..., !(r), t)) tels que x # Vt & !(0) & } } } & ! (r)].
On conside re 1 sa projection sur (P8 n)r+1_k T.
Alors par construction, 1 est une famille plate d’hypersurfaces
parame tre e par T et par compatibilite par tout changement de base (voir
[13, Chap. 5.4] ou [2, Remarque 4.3.2.i]), on a que pour chaque t # T, la
fibre 1t est l’hypersurface de Chow associe e a Vt .
Plus pre cise ment, par de finition du sche ma de Hilbert (voir par exemple
de [13, Chap. 0.5]) et comme V/PnT est plat sur T, on dispose d’un
morphisme f1 : T  Hilb
P
Pn , de fini sur k tel que pour tout t # T(k ),
f1(t)=Vt ; (ou HilbPPn de signe le sche ma de Hilbert sur P
n associe au
polyno^me de Hilbert P). C’est-a -dire V est vu comme point de HilbPPn a
valeurs dans T.
De plus, on dispose d’un morphisme canonique f2 qui a un point
ge ome trique du sche ma de Hilbert HilbPPn correspondant a un cycle effectif
Z de Pn de polyno^me de Hilbert P associe la forme de Chow de Z et ce
morphisme est fonctoriel (compatible a tout changement de base); voir
[13, Chap. 5.4, Conclusion 5.10]. Pour tout t # T, ce morphisme associe a
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Vt sa forme de Chow. Alors le morphisme f sur k compose de f1 et f2 de finit
l’application voulue.
Preuve de la Proposition 5.5. On a alors, si on note h la hauteur de Weil
sur PL(k ), pour tout t # T(k ), h.(Vt)=h( f (t))=hf *O(1)(t)+O(1), par
fonctiorialite de la hauteur.
Alors, d’apre s [11, Prop. 4.5.4], il existe une constante C0 , telle que pour
tout t # T(k ), hf *O(1)(t)C0(h.{(t)+1). D’ou la majoration.
D’apre s la Proposition 5.5, il existe c7 ne de pendant que de .{ et de .
telle que h(Ct)c7(h{(t)+1).
En reportant ces estimations dans l’ine galite ci-dessus, on obtient
l’ine galite annonce e au Lemme 5.4.
On peut majorer la hauteur des points exclus dans le Lemme 5.4.
Lemme 5.7. Pour tout t e le ment de T , le cardinal de Zt est majore par
2Nn2, et on a: \z # Zt(k ), h3K (z)6Nh.(Ct)+17N 2 ln 2+8N2ln(n+1).
Preuve. Soit z # Ct(k$) & (x0=0). On voit que Ct(k$) & (x0=0) est un
cycle effectif de dimension 0. On le note  nizi . La forme de Chow de ce
cycle est le produit des formes de Chow des points du support compte s
avec leur multiplicite . D’ou , d’apre s le Lemme 2,
}h \: nizi +&: nih(zi)}2 deg (Ct) ln(n+1).
D’apre s [17, III] (the ore me de Bezout arithme tique), on a h( nizi)
h.(Ct)+2 ln(n+1) deg (Ct). D’ou , avec N=deg (Ct),
h(zi): nih(zi)h.(Ct)+4N ln(n+1).
Soit z # Ct(k$) & (2g&, j=0). Le me^me raisonnement (via le the ore me de
Bezout arithme tique) nous donne
h(z)h.(Ct) deg (2g&, j)+deg.(Ct) h(2 g&, j)
+4 ln(n+1) deg.(Ct) deg (2 g&, j).
Comme deg (Ct)=N, deg (g&, j)=2N, et h(2g&, j)4h.(Ct)+17N ln(2),
on a h(z)h.(Ct) 6N+17N 2 ln 2+8N 2 ln(n+1).
5.c. Estimation de h(F): application du lemme de Siegel
On notera !i pour !i, 0 et ’i pour ’i, 0 . On peut supposer que !2 est entier
de degre N sur k(T )(!1). Alors le corps des fonctions de C’ _C’ est
k(T )(C’_C’)=k(T )(!1 , !2 , !$1 , !$2).
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Comme ’i appartient a k(T)(C’_C’), il existe Pi et Qi deux polyno^mes
a coefficients dans k(T ) tels que ’i=Pi (!1 , !2 , !$1 , !$2)Qi (!1 , !2 , !$1 , !$2).
Les coefficients de Pi et Qi de finissent des morphismes sur un ouvert Ui
de T. Pour tout t appartenant a 0im Ui , les e quations de crivant s (cf.
Section 5.A) s’e crivent:
(PiQj)d Fj |Ct_Ct=(PjQi)
d Fi | C t_Ct
pour tous i, j variant de 0 a m.
En suivant les ide es de Bombieri, qui utilise le lemme de Siegel, on
regarde ce syste me d’e quations comme un syste me line aire en les coef-
ficients des Fi .
Lemme de Siegel (Voir [18, Chap. I.9]). Soit L une extension alge bri-
que de Q de degre d. Soient M e quations line aires a coefficients dans
L : Ni=1 ai, jxi=0, j variant de 1 a M. On suppose que N>dM. On note h(a)
le maximum des hauteurs de ces e quations. Alors il existe une solution au
syste me x # ZN de hauteur
h(x)
dM
N&dM \
ln N
2
+h(a)+ .
Il assure l’existence de solutions a un syste me line aire de hauteur con-
tro^le e en fonction de la hauteur des coefficients du syste me et des dimen-
sions des inconnues et des solutions.
v E criture du syste me et majoration de la hauteur de ses e quations.
On sait que !N2 =A0(!1)+ } } } +AN&1(!1) !
N&1
2 , avec Ai polyno^me de
degre infe rieur ou e gal a (N&i) a coefficients dans k(T ). En fait, cette
e quation est celle de l’image par 81, 2 de C’ . Et pour t appartenant a
l’ouvert de T (contenant l’ouvert T du paragraphe pre ce dent) au-dessus
duquel 81, 2 est de fini et si (1 : 0 : 0)  81, 2(Ct) on a l’e quation:
!N2 | Ct=a
t
0(!1)+ } } } +a
t
N&1(!1) !
N&1
2 | Ct ou les ai sont des polyno^mes de
degre infe rieur ou e gal a (N&i) a coefficients dans k(t).
On a alors h(at) :=(1[k(t) : Q] v $v max i ln max|coefficients de ati | v
h(81, 2(Ct) (car la hauteur d’une hypersurface est supe rieure ou e gale a la
hauteur de son e quation) et h(81, 2(Ct))h.(Ct), d’apre s le comportement
de la hauteur par projection.
On ve rifie par re currence que:
!l11 !
l2
2 !$
l$1
1 !$
l$2
2 = :
N&1
:, ;=0
q:, ;l1, l2, l$1 , l$2(!1 , !$1) !
:
2!$
;
2
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avec q:, ;l, l$ un polyno^me a coefficients dans k(t) tel que deg!1 q
:, ;
l, l$
l1+l2&:, deg!$1 q
:, ;
l, l$l$1+l$2&; et h(q
:, ;
l,l$)(h(a
t)+ln(2N))(l1+l2+
l$1+l$2). En effet, q:, ;l1, l2+1, l$1 , l$2(!1 , !$1)=q
:&1, ;
l1, l2, l$1 , l$2
(!1 , !$1)+qN&1, ;l1, l2, l$1 , l$2(!1 , !$1)
qt:(!1). On se restreint aux Fi qui sont des combinaisons line aires a coef-
ficients dans k(t) des mono^mes !l11 !
l2
2 !$
l$1
1 !$
l$2
2 , avec
l1+l2$1
l$1+l$2$2 .
Soit donc
Fi= :
l$1+l$2$2
l1+l2$1
f (i)l1, l2, l$1 , l$2 !
l1
1 !
l2
2 !$
l$1
1 !$
l$2
2 .
Le syste me s’e crit alors
:
l1, l2, l$1 , l$2
[ f (i)l, l$(PjQi)
d& f ( j)l, l$(Pi Qj)
d] !l11 !
l2
2 !$
l$1
1 !$
l$2
2 =0.
Les Pi et les Qi sont des polyno^mes en les variables !1 , !2 , !$1 , !$2 . On peut
e crire ce syste me a l’aide des q:, ;l, l$ :
: L (i, j)l1, l2, l$1 , l$2 ( f
(i, j)) !l11 !
l2
2 !$
l$1
1 !$
l$2
2 =0 pour i, j=0, ..., m;
ou les L (i, j)l1, l2, l$1 , l$2 ( f
(i, j) sont des formes line aires en les coefficients des Fi et
Fj , a coefficients dans k(t), ve rifiant
h(L (i, j)l1, l2 , l $1 , l $2)
1
[k$ : Q]
:
v
$v max
i, j
ln max|coeff((Pi, tQj, t)d)|v+ max
i, j, l, l $
h(q (i, j)l, l $ ),
(ou coeff(P) parcourt l’ensemble des coefficients de P).
D’ou h(L (i, j)l1 , l2 , l $1 , l $2)2dh(Qt)+ln(d+1)+d maxi, j deg(Pi Qj)(h(at)+
ln(2N)), ou h(Qt) de signe un majorant de (1[k$ : Q]) v $v max i
ln max |coeff((Pi, t , Qi, t))| v .
Remarquons que les polyno^mes Qi et Pi sont de finis au-dessus d’un
ouvert de T. Sur cet ouvert, leurs coefficients peuvent e^tre vus comme des
polyno^mes en t, donc la hauteur du point dont les coordonne es sont tous
ces coefficients est majore e par c8(h{(t)+1). Cependant, contrairement a ce
qui se passe pour les Gt&, j , nous ne connaissons pas d’hypersurface dont
l’e quation s’exprimerait en fonction de ces polyno^mes Pi et Qi . Ainsi nous
ne voyons pas comment borner leur hauteur en fonction de celle de Ct don-
ne e par le plongement . et celle de Ct _Ct donne e par le plongement .B .
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Nous pouvons tout de me^me e crire
h(L (i, j)l1 , l2 , l $1 , l $2)dc9(h{(t)+1),
avec c9 constante positive ne de pendant que de ., .B et du plongement
projectif .{ de T.
v Estimation du nombre d'inconnues du syste me. On travaille ici sur
une fibre. Le genre e tant identique sur toutes les fibres au-dessus de T $, le
calcul est valable pour toute fibre.
D’apre s le the ore me de RiemannRoch, l’espace des sections de O($1 , $2)
restreint a Ct _Ct a pour dimension:
1
2($13Kt _Ct+$2Ct _3Kt). ($13Kt_
Ct+$2Ct _3Kt&Kt _Ct&Ct_Kt)+(g&1)2=N2$1$2&N(g&1)
($1+$2)+(g&1)2. Alors l’espace E0 des fonctions Fi (x, x$) a pour dimen-
sion
dim E0 =(m+1)[N2$1 $2&N(g&1)($1+$2)+(g&1)2]
(m+1) N2$1$2 .
Soit E1 le k(t)-espace vectoriel des Fi qui sont des combinaisons line aires
des mono^mes !l11 !$
l $1
1 !
l2
2 !$
l $2
2 . On a
dim E1=(m+1) \ :
N&1
i, j=0
($1& j)($2&i)+
=(m+1) \N 2$1$2&($1+$2) N
2(N&1)
2
+\N(N&1)2 +
2
+ .
Alors codimE0(E1)(m+1)(N
2(N&1)2)($1+$2).
Le nombre d’inconnues du syste me line aire est dim(E1)
(m+1) N2$1$2 , pour $1 et $2 suffisamment grands.
Soit E2 l’espace des sections s. D’apre s le the ore me de RiemannRoch,
dim(E2) 12Vt } (Vt&Kt _Ct&Ct _Kt)+(g&1)
2; d’ou ,
dim(E2)(2g&2)2 (d1 d2& gd 2)&2(g&1)2 (d1+d2)+(g&1)2.
Donc l’espace des solutions inde pendantes E1 & E2 a pour dimension:
dim(E1 & E2)dim E2&codimE0(E1)

N2
9
(d1 d2& gd 2)&
N2
18
(d1+d2)&
(m+1)
2
N 3($1+$2).
v Majoration de h(F). On fait l’hypothe se d1d2& gd 2=
(+(g++)) d1d2>0.
103POINTS RATIONNELS
File: DISTIL 214620 . By:DS . Date:04:07:01 . Time:07:19 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2527 Signs: 1516 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Alors, dim(E1 & E2)#(N29) d1d2 avec #<(+(g++)), pour d1 , d2 , et
d suffisamment grands. La hauteur des e quations est infe rieure a
dc9(h{(t)+1). Donc d’apre s le lemme de Siegel, il existe une section s telle
que
h(F)
9(m+1) $1$2
#d1d2
c9(h{(t)+1) d.
Remarquons que la constante # ne de pend pas de t, les dimensions des
espaces vectoriels intervenant dans le raisonnement e tant les me^mes pour
toutes les fibres.
En utilisant les expressions $1=(d1+rd )3 et $2=(d2+rd )3, ainsi que
les relations d1 d2>gd 22d 2 et donc d<(d1+d2)2, on obtient le lemme
suivant.
Lemme 5.8. Soit #>0. Soient d1 , d2 , d suffisamment grands pour que
N2
9
(d1d2& gd 2)&
N2
18
(d1+d2)&
(m+1)
2
N3($1+$2)>
N2
9
#d1 d2 .
Soit V le diviseur de Vojta de termine par d1 , d2 et d. Alors il existe une
constante c10 ne de pendant que de . et de .{ , telle que pour tout t # T (k ),
il existe s, une section non triviale de O(Vt), repre sente e par les Fi , qui sont
tels que
h(F)
c10
#
(h{(t)+1)(d1+d2).
Preuve. La constante c10=[(m+1)(r+1)22] c9 convient et ne de pend
pas de t ni de d1 , d2 , d, ni de #.
5.d. Estimation des indices (i 1* , i 2*) admissibles pour (z, w) et s: application
du lemme de Roth
Dans cette partie, on travaille sur la fibre, on suit la me thode de
Bombieri et on utilise les constructions et les majorations donne es dans les
sections pre ce dentes.
Rappelons quelques notations
!i=
xi
x0
, !=(!1 , ..., !n), ’i=
yi
y0
.
On a h3K (z)=h(!(z))nj=1 h(!j (z)). Donc il existe k tel que h(!k(z))
(1n) h3K (z). De me^me, il existe l, tel que h(!$l (w))(1n) h3K (w).
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Soit g la fonction rationnelle sur Ct _Ct de finie a la Section 5.a,
g=Fi (!, !$) ’di , pour tout i, avec Fi choisis comme a la section pre ce dente.
Soit G0=Normek(t)( Ct_C t)k(t)(!k , !$l)(g)=Norme(F0(!, !$)).
Notons Gi=Norme(Fi (!, !$)). Alors, Gi # k(t)[!k , !$l]. La norme de ’i
est un e le ment de k(t)(!k , !$l), donc il existe deux polyno^mes Ui et Vi
appartenant a k(t)[X, Y] tels que Norme(’i)=Ui (!k , !$l)Vi (!k , !$l).
Alors pour tout i, G0=Gi (ViUi)d. Comme k(t)[!k , !$l] est factoriel Uid
divise Gi . Soit alors Wi=Gi Uid. Comme y0 , ..., ym n’ont pas de ze ro
commun, il existe i0 tel que Ui0(!k(z), !$l (w)){0.
Le polyno^me W :=Wi0 s’annule en (!k(z), !$l (w)) au moins autant de fois
que s en (z, w). Donc i 1*(s)i 1*(W) et i 2*(s)i 2*(W ).
Rappelons le lemme de Roth, qu’on appliquera a W.
Lemme de Roth (cf. [1] ou [11, Chap. 7]). Soit m, un entier non nul,
et *, un re el strictement positif, soit P # Q [X1 , X2 , ..., Xm] avec degXi Pdi
et soit ;=(;1 , ..., ;m) # Q d tels que:
1. di+1*2
i&1di pour i=1, ..., m&1
2. min1im dih(;i)*&2
m&1
(h(P)+2md1).
Alors Ind;, d :=i 1*(P)d1+ } } } +i*m(P)dm2m*.
Estimons les degre s partiels et la hauteur de W.
Soit Di, t le diviseur des ze ros de yi restreint a Ct . On a l’e quivalence
line aire Di, t tBt=r(Ct_Kt+Kt _Ct)&2$t . Le nombre d’intersection de
Di, t avec ?&1k (!k(z))_Ct est Nr(2g&2) car la projection ?k de Ct dans P
1
est de degre N. Donc Ui est de degre Nr(2g&2) en chaque variable. Par
ailleurs, Gi est le produit de N2 formes de bidegre ($1 , $2).
D’ou deg!k WN
2$1&Nr(2g&2) d=N(2g&2) d1 et deg!$l WN
2$2&
Nr(2g&2)d=N(2g&2) d2 .
Pour obtenir un majorant de h((W ), nous utilisons le lemme de Gelfond
(voir [11, Chap. 3, Prop. 2.12]).
En l’appliquant a G0=WV di0 , on obtient
h(W )+dh(Vi0)2(deg (W )+d deg (Vi0))+h(G0).
D’ou
h(W )h(G0)+2(deg (W )+d deg (Vi0))
h(G0)+2 \N
2
3
(d1+d2)+2d
N 2
3
r+ ,
car deg Vi0=deg Ui0=2r(N
23). C’est-a -dire h(W )h(G0)+2(N2($1+$2)).
Rappelons que G0=Norme(F0(!, !$)) est le produit de N2 formes de
bidegre ($1 , $2). Les coefficients de G0 # k(t)[!k , !$l] peuvent e^tre vus
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comme des polyno^mes (a coefficients dans k) en les e le ments de k(t) que
sont les coefficients de F0 et en ceux des relations de de pendance inte grale
des !j en fonction de !t et des !$j en fonction de !$l . Les hauteurs de ces rela-
tions de de pendance sont majore es par h.(Ct), car ce sont les e quations de
projete es birationnelles de Ct . Donc il existe une constante c11 inde -
pendante de t, de $1 et de $2 telle que,
h(G0)c11(h(F)+h{(t)+$1+$2+1).
Lemme 5.9. Il existe une constante c12 ne de pendant que de . et .B et
du plongement projectif .{ de T telle que: si 0<*<1 est tel que d2 d1*2
et min(d1h3K (z), d2h3K (w))(c12#*2) d1(h{(t)+1), alors pour toute section
s de O(Vt) comme au Lemme 5.8, les indices admissibles (i 1* , i 2*) sont tels
que i 1* d1+i 2* d2 43N
2*.
Preuve. Si 0<*<1 est tel que d2 d1*2, on a d2<d1 et d<d1 . Alors
compte tenu de la majoration de h(G0) ci-dessus et celle de h(F) obtenue
au lemme pre ce dent, on a l’existence d’une constante c13 telle que h(W)+
(4N23) d1d1(c13#)(h{(t)+1). On applique alors le lemme de Roth a W
qui est de bidegre infe rieur a ((N23) d1 , (N 23)d2), avec m=2, ;1=!k(z)
et ;2=!$l (w) et c12(3N2)c13 .
5.e. Preuve de l’ine galite de Vojta uniforme
Soit t # T (k ). Soit k$ une extension finie de k(t). Soit (z, w) # Ct(k$)_
Ct(k$). On choisit d1=[D|z| 2], d2=[D|w| 2], et d=[D|z| |w| - g++],
ou D est un parame tre entier qu’on fera tendre vers l’infini.
Ve rifions les conditions du Lemme 5.9 pour C1 suffisamment grand. Si
|z||w|*2 on a la condition d2 d1*2 de s que D est assez grand. D’apre s
le Lemme 3.3, on a h3K (z)32g(2g&2)2g&1 |z| 2&3:1(h{(t)+1). Soit C1
telle que
C21
4g(2g&2)2g&1
3
c12
#*
+2:1g(2g&2)2g&1.
Alors, si |w|>|z|>C1(1+- h{(t)), on a h3K (z)>2(c12 #*2)(h{(t)+1) et
d2
d1
h3K (w)
1
2
|z| 2
|w| 2
h3K (w)

1
2 \
3
2g(2g&2)2g&1
|z| 2&3:1(h{(t)+1)+
>
c12
#*2
(h{(t)+1).
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Supposons de plus, * suffisamment petit pour que la condition h3K (z)>
(c12 #*2)(h{(t)+1) implique z  Zt .
Alors d’apre s le Lemme 5.9,
i 1*
d1
+
i 2*
d2

4N2
3
*.
Le Lemme 5.4 et la majoration de h(F) (Lemme 5.8) donnent alors
hV (z, w)
&c10
#
(h{(t)+1)(d1+d2)&
18n2N3*
g(2g&2)2g&1
(d1 |z| 2+d2 |w| 2)
&n ln(($1+n)($2+n))&($1+$2)&(d1+d2)
4N2
3
*c6(h{(t)+1).
En utilisant la Proposition 3.4, donnant une majoration de hV (z, w) et les
ine galite s $2$1 13(r+1) d1 et en remplac ant d1 , d2 , et d par leur valeur,
on obtient l’existence d’une constante c14 telle que:
1
2g \2+
|z| 2
D
+
|w| 2
D +&
(z, w)
|z| |w|
1
- g++
+
18nN 3*
g \2+
|z| 2
D
+
|w| 2
D +
&
c14
#
(h{(t)+1) \ 1|z| 2+
1
|w| 2+&
(r+1)(2n+1)
3
1
|z| 2
.
D’ou en faisant tendre D vers l’infini,
(z, w)
|z| |w|

- g++
g
+36
n2N3* - g++
g
+
c14
#
- g++ (h{(t)+1) \ 1|z| 2+
1
|w| 2++
(r+1)(2n+1)
3 |z| 2
.
On choisit +=0, 01. On a alors 34&- g++g>0, 04. On choisit * suffisam-
ment petit pour que 36(n2N 3* - g++g)0, 02.
On a alors l’ine galite de Vojta uniforme annonce e avec C2=2* et
C 21=max \200 c14 - g++# ;
4g(2g&2)2g&1
3
c12
#*2
+2:1g(2g&2)2g&11 ;
100
(r+1)(2n+1)
3 + .
En effet, ceci assure qu’on a (c14 #) - g++ (h{(t)+1)(1|z| 2+1|w| 2)
0, 01 et (r+1)(2n&1)3 |z| 20, 01.
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Remarque. Comme N=6(g&1), n=5g&6, et avec +=0, 01, on voit
que *=10&5g&7227, convient et donc C2 peut e^tre choisi de pendant
uniquement de g. Ceci garantit le fait que la constante #2 du The ore me 2
ne de pend que de g et me^me peut e^tre choisie absolue. En effet, avec
#1(C)=max(C0 , C1), on a #2=1+ln C2 ln g= 92+(ln 54+5 ln 10)ln g
#2(2)< 552 .
6. NOMBRE DE POINTS RATIONNELS
Comme cela est remarque dans [9], si C est une courbe de genre supe r-
ieur a 2 de finie sur un corps de nombres k$, on peut donner un majorant
du cardinal de C(k$) en fonction des constantes du the ore me de
FaltingsVojta.
On reprend les hypothe ses et les notations du 1. Soit
$(Ck$) := min
x # J(k$)"J(k$)tors
|x|.
Proposition. Avec les hypothe ses du The ore me 1, on a
Card C(k$)Card J(k$)tors \1+2#1(C)$(Ck$) +
R
+#2 7r;
ou r de signe le rang de J(k$).
De monstration. Le the ore me de MordellWeil (voir par exemple [11])
assure que J(k$) est un groupe abe lien de type fini. On en de duit que
J(k$)J(k$)tors tZr. De plus, on a muni J(k$)R d’une structure d’espace
euclidien. On a
Card[x # C(k$) | |x|<#1(C)]
Card[x # J(k$) | |x|<#1(C)]
Card[x # J(k$)J(k$)tors | |x|<#1(C)] Card J(k$)tors .
Alors la proposition est une conse quence imme diate du The ore me 1 et du
lemme e le mentaire de ge ome trie euclidienne suivant.
Lemme. Soit 4 un re seau dans un espace euclidien (E, | | ) de dimension r.
Soit $ :=minx # 4"[0] |x|. Alors, pour tout X>0, Card[x # 4, |x|<X]
(1+2X$)r.
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De monstration du lemme. Les boules ouvertes centre es en les points *
de 4 et de rayon 12$ sont deux a deux disjointes. Alors,
Card[x # 4 | |x|<X] vol \B \0, 12$++=vol \ .|*|<X B \*,
1
2$++
vol \B \0, X+ 12$++ .
D’ou , Card[x # 4 | |x|<X]((2X+$)$)r.
Avec la me^me me thode et avec les hypothe ses et les notations du
The ore me 2, on obtient une majoration de pendant du parame tre t du
nombre de points rationnels de la fibre Ct .
Proposition 6.1. Pour tout t # T 0(k ), pour toute extension finie k$ de
k(t),
Card Ct(k$)Card Jt(k$)tors \1+2#1(C)(- h{(t)+1)$(Ctk$) +
rt, k$
+#2 7rt, k$;
ou rt, k$ est le rang de Jt(k$).
En utilisant cette proposition on peut donner une majoration uniforme
du nombre de points k$-rationnels des courbes de certaines familles plates
parame tre es par une courbe dont les fibres sont des courbes de genre
supe rieur ou e gal a 2. L’ide e est de majorer uniforme ment le nombre de
points de torsion de la jacobienne et de minorer $(Ctk$) par c15(- h{(t)+1).
Concernant le nombre de points de torsion, on dispose d’un re sultat de
Me rel (voir [4]).
The ore me (Me rel). Pour tout d # N*, il existe une constante Bd stricte-
ment positive telle que pour tout corps de nombres k$ de degre d sur Q et
toute courbe elliptique E sur k$,
Card E(k$)tors<Bd .
D’autre part Hindry et Silverman donnent dans [10] pour tout point
d’ordre infini sur une courbe elliptique E sur un corps de nombres k$ une
minoration de sa hauteur canonique ne de pendant que du quotient de
Szpiro de E sur k$ et du degre de k$ sur Q.
Soit E une courbe elliptique sur k$. On note j son invariant j, 2k$ son dis-
criminant minimal et Fk$ son conducteur. On conside re la hauteur
kk$(E) := 112 max(h, j), ln |Norme 2k$| ) de E. On note _E, k$=ln |Norme 2k$|
ln |Norme Fk$ | son quotient de Szpiro. On conside re une hauteur de
Ne ronTate h sur E(k $) associe e a un diviseur ample et syme trique.
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The ore me (HindrySilverman). Il existe une constante strictement
positive c ne de pendant que de [k$ :Q] et de _E, k$ telle que pour tout x # E$(k$)
d'ordre infini h (x)chk$(E).
En fait la constante c est totalement explicite (voir [Hi-Si, Corollaire 4.2.])
et si on admet la conjecture de Szpiro que nous rappelons ci-dessous, on
a que c ne de pend que de k$.
Conjecture de Szpiro. Soit k$ un corps de nombres; pour tout =>0, il
existe un nombre fini de courbes elliptiques sur k$ telles que _E, k$6+=.
On dit qu’une famille de courbes elliptiques est isotriviale si l’invariant j
est constant.
Hypothe ses (*). Soit C une famille de courbes parame tre e par une
courbe T et ve rifiant les hypothe ses de la Section 2. On suppose de plus
qu’il existe g familles de courbes elliptiques E1 , ..., Eg plates sur T 0 et non
isotriviales et un morphisme de : de T 0-sche mas de J dans E1 _ } } } _Eg
tels que pour tout t # T 0, :t soit une isoge nie de Jt dans E1t _ } } } _Egt .
Alors, le degre des :t est constant, on le notera deg :.
Alors on a une majoration uniforme du nombre de points de torsion. Le
lemme suivant est une conse quence imme diate du the ore me de Me rel.
Lemme 6.2. Il existe une constante B[k$ : Q] ne de pendant que de [k$ :Q]
telle que pour tout t # T 0(k$),
Card Jt(k$)torsB g[k$ : Q] deg :.
On a la minoration suivante des hauteurs de points d’ordre infini de
Jt(k$).
Proposition 6.3. Pour tout t # T 0(k$) il existe un re el strictement positif
C3(_E1t , ..., _Egt) ne de pendant que des quotients de Szpiro des courbes
E1t , ..., Egt tel que pour tout point x de Jt(k$) qui n’est pas de torsion, on ait
|x|C3(_E1t , ..., _Egt)(- h{(t)+1).
La preuve repose sur les lemmes suivants.
Lemme a. Soit E une famille plate de courbes elliptiques parame tre e par
un ouvert T $ d'une courbe projective T sur un corps de nombres k. Pour tout
t # T $, on note j(t) l'invariant j de Et . On note h{ une hauteur de Weil positive
associe e a un diviseur ample de T. Alors si E n’est pas isotriviale, il existe
deux constantes strictement positives ;1 et ;2 telles que h( j(t))
;1h{(t)&;2 .
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Preuve. L’application qui a t associe j(t) s’e tend en un morphisme de T
dans P1, car T est une courbe. Le lemme est alors une conse quence de la
the orie e le mentaire des hauteurs.
Remarquons qu’alors, d’apre s le the ore me de Northcott, il existe une
constante strictement positive ;$ telle que sauf pour un nombre fini de
t # T(k$), ou k$ est extension finie de k, on ait
h( j(t));$(h{(t)+1).
Lemme b. Soient A et B deux varie te s abe liennes de finies sur un corps de
nombres k. Soient c ample sur A et c$ ample sur B. Soit : une isoge nie de
A sur B. Alors il existe des constantes positives ;3 et ;4 telles que
;3 h ch c$ b :;4h c .
Preuve. On peut suppose que c et c$ sont tre s amples. Soient A et B
plonge es dans des espaces projectifs par des plongements associe s a c et c$
respectivement. Alors il existe un entier d borne en fonction du degre de :
tel que : peut e^tre de crite par des formes de degre d. Le lemme re sulte alors
de la the orie des hauteurs applique e a : et a l’isoge nie duale de :.
Preuve de la Proposition 6.3. Soit la hauteur de finie sur E1_ } } } _Eg par
h E1_ } } } _Eg(P1 , ..., Pg)=h E1(P1)+ } } } +h Eg(Pg); ou h E i de signe la hauteur
de Ne ronTate associe e a un diviseur ample de Ei . Soit x un point de non-
torsion de Jt(k$). Alors :(x) n’est pas de torsion. Le the ore me d’Hindry
Silverman conjugue au lemme a donne alors que h (:(x))>c16(h{(t)+1)
sauf sur un nombre fini de fibres.
Alors en appliquant le Lemme b au diviseur %$ et a la hauteur h E1_ } } } _Eg
et en utilisant que les constantes ;3 et ;4 ne de pendent pas de t, on a le
re sultat annonce .
On de duit alors facilement du Lemme 6.2 et des Propositions 6.1 et 6.3,
une borne uniforme en h{(t) du nombre de points rationnels sur un corps
de nombres k$ des fibres d’une famille ve rifiant les hypothe ses (*).
Proposition 6. Soit C une famille de courbes ve rifiant les hypothe ses
(*). Pour toute extension finie k$ de k, pour tout t # T 0(k$),
Card Ct(k$)(#3(_E1 t , ..., _ Egt))
rang Jt (k$)+1;
ou #3(_ E1t , ..., _Egt) est une constante positive ne de pendant que du degre de
k$ sur Q, de la famille et des quotients de Szpiro des courbes E1t , ..., Egt . Et
si la conjecture de Szpiro est vraie, #3 ne de pend que de la famille et du
corps k$.
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Exemples. 1. Soit la famille C d’e quation affine y2=x6+a(t)x4+
b(t)x2+c(t), ou a, b, et c sont des fractions rationnelles en t # P1. Les
fibres sont des courbes de genre deux et pour tout t, Jt est isoge ne au
produit de deux courbes elliptiques: Et d’e quation y2=x3+a(t)x2+
b(t)x+c(t) et E$t d’e quation y2=1+a(t) x+b(t) x2+c(t) x3. En effet le
morphisme (x, y) [ (x2, y) de fini sur C a pour image la famille E et le
morphisme (x, y) [ (1x2, yx3) a pour image la famille E$. Si on suppose
de plus que a, b, c sont telles que E et E$ ne sont isotriviales, la Proposi-
tion 6 s’applique.
2. Soit la famille C parame tre e par P1 d’e quation affine y2=
(x2&a(t))(x2&a(t)&1)(x2&b(t))(x2&b(t)&1). On suppose que a et b
sont tels que la fibre ge ne rique soit lisse. Les fibres de cette famille sont de
genre 3:
Le morphisme (x, y) [ (x2, y) de fini sur C a pour image la famille
E1 d’e quation affine
y2=(x&a(t))(x&a(t)&1)(x&b(t))(x&b(t)&1).
Le morphisme (x, y) [ (x+x&1, yx&2) a pour image la famille E2 de
courbes elliptiques d’e quation
y2=x4&(4+a(t)+a(t)&1+b(t)+b(t)&1) x2
+4+2(a(t)+a(t)&1+b(t)+b(t)&1)
+a(t) b(t)&1+a(t) b(t)+a(t)&1 b(t)+a(t)&1 b(t)&1.
Le morphisme (x, y) [ (x&x&1, xy&2) a pour image la famille E3
de courbes elliptiques d’e quation
y2=x4&(&4+a(t)+a(t)&1+b(t)+b(t)&1) x2
+4&2(a(t)+a(t)&1+b(t)+b(t)&1)
+a(t) b(t)&1+a(t) b(t)+a(t)&1 b(t)+a(t)&1 b(t)&1.
Alors J est isoge ne a E1 _E2_E3 .
Si on suppose de plus que a, b, c sont telles que E1 , E2 , et E3 ne sont pas
isotriviales, la Proposition 6 s’applique.
3. Soit la famille C d’e quations affines y2=P(x), z2=P(&x); ou P
est un polyno^me de degre 3 a coefficients dans le corps des fonctions d’une
courbe T sur un corps de nombres k, tel que P(x) P(&x) n’ait pas de
racine double. Les fibres sont de genre 4. Le morphisme (x, y, z) [ (x, y)
a pour image la famille de courbes elliptiques E1 d’e quation affine
y2=P(x). Le morphisme (x, y, z) [ (x, z) a pour image la famille de
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courbes elliptiques E2 d’e quation affine z2=P(&x). Le morphisme
(x, y, z) [ (x, yz) a pour image la famille C1 de courbes de genre 2 d’e qua-
tions y2=P(x) P(&x). En fait C1 est du type du premier exemple. La
famille des jacobiennes de la famille C1 est isoge ne au produit de deux
courbes elliptiques. On en de duit que la famille des jacobiennes de C est
isoge ne a un produit de quatre familles de courbes elliptiques.
On suppose de plus que a, b, c sont telles que ces familles ne sont pas
isotriviales. On peut alors appliquer la Proposition 6.
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